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УРАВНЕНИЙ СО СМЕШАННЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ
Аннотация. Настоящая работа посвящена построению монотонных разностных схем второго порядка точности 
для двумерного квазилинейного параболического уравнения со смешанными производными. Получены двусто-
ронние оценки решения конкретных разностных схем для исходной задачи, которые полностью согласованные 
с аналогичными оценками решения дифференциальной задачи, а также доказана важная априорная оценка в равно мер-
ной норме C. Полученные оценки применяются для доказательства сходимости разностных схем в сеточной норме L2.
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DIFFERENCE SCHEMES FOR QUASI-LINEAR PARABOLIC EQUATIONS  
WITH MIXED DERIVATIVES
Abstract. The present paper is devoted to constructing second-order monotone difference schemes for two-dimensional 
quasi-linear parabolic equation with mixed derivatives. Two-sided estimates of the solution of specific difference schemes for 
the original problem are obtained, which are fully consistent with similar estimates of the solution of the differential problem, 
and the a priori estimate in the uniform norm of C is proved. The estimates obtained are used to prove the convergence 
of difference schemes in the grid norm of L2.
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Введение. В теории разностных схем [1; 2] принцип максимума применяется для исследова-
ния устойчивости и сходимости разностного решения в равномерной норме. Вычислительные 
методы, удовлетворяющие принципу максимума, принято называть монотонными [1; 2]. Моно-
тонные схемы играют важную роль в вычислительной практике. Они позволяют получать 
численное решение без осцилляций даже в случае негладких решений [3].
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Проблемы разработки разностных схем для уравнений со смешанными производными были 
изучены в [4–6]. В [7] для эллиптических уравнений со смешанными производными использу-
ются новые монотонные и консервативные разностные схемы как для знакопостоянного, так 
и для знакопеременного коэффициентов. В [8] для нелинейной задачи со смешанными производ-
ными в недивергентном виде построены и исследованы разностные схемы и реализующий ее 
итерационный процесс. Установлены согласованные с гладкостью искомого решения оценки 
скорости сходимости разностных схем в сеточной норме 22,0 ( ).W ω
В настоящей работе рассмотрена начально-краевая задача для квазилинейного парабо ли-
ческого уравнения с неограниченной нелинейностью [9]. На основе комбинации двух разност-
ных схем второго порядка аппроксимации [10] построены и исследованы схемы, удовлетворяю-
щие принципу максимума при произвольных знакопеременных коэффициентах смешанных 
производных. Для канонической формы разностной схемы общего вида доказаны двусторонние 
оценки сеточного решения через входные данные задачи без предположения об их знако опре-
деленности [11]. При помощи этих результатов получены двусторонние оценки решения кон-
кретных разностных схем для исходной задачи, которые полностью согласованы с аналогичны-
ми оценками решения дифференциальной задачи, а также доказана важная априорная оценка 
в равномерной норме C. Полученные оценки применяются для доказательства сходимости раз-
ностных схем в сеточной норме L2. Все теоретические результаты получены только в предполо-
жении на входные данные дифференциальной задачи.
Вспомогательные результаты. Пусть hΩ  – конечное множество узлов (сетка) в некоторой 
ограниченной области n-мерного евклидова пространства, hx∈Ω  – точка сетки .hΩ  Рассмотрим 
уравнение
 ( )
( ) ( ) ( , ) ( ) ( ),    ,h
x
A x y x B x y F x x
′ξ∈
= ξ ξ + ∈Ω∑

 (1)
называемое канонической формой записи разностной схемы. Здесь ( ) ( ) \ ,x x x′ =  � ( )x  – 
шаб лон схемы. Будем предполагать выполнение обычных условий положительности коэффи-
циентов
 ( ) 0,    ( , ) 0,     ( ),A x B x x′> ξ > ∀ξ∈  (2)
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Для получения двусторонней оценки решения разностной схемы более удобной является 
следующая:
Л е м м а [11]. Пусть выполнены условия положительности коэффициентов (2), (3). Тогда 
максимальное и минимальное значения решения разностной схемы (1) принадлежат интервалу 
изменения входных данных
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С л е д с т в и е [1]. Пусть выполнены условия леммы. Тогда для решения разностной зада- 
чи (1) имеет место оценка в сеточном аналоге нормы C
 
max ( ) .
hC x C
F
y y x
D∈Ω
= ≤
Постановка задачи и двусторонние оценки точного решения. Пусть {0 , 1, 2}G x lα α= ≤ ≤ α =  – 
прямоугольник с границей Г, 1 2( , ).x x x=  Требуется найти непрерывную функцию ( , ),u x t  удов-
летворяющую в [0, ]TQ G T= ×  начально-краевой задаче для квазилинейного параболического 
уравнения со смешанными производными
 0
( , ), , (0, ], ( , 0) ( ), ( , ),
u
Lu f x t x G t T u x u x u x t
t Γ
∂
= + ∈ ∈ = = µ
∂
 (4)
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Предполагаются выполненными следующие условия эллиптичности: 
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 1 2 1 2{ ( , ) :   ( , ) ,   ( , ) , , const},u TD u x t m u x t m x t Q m m= ≤ ≤ ∈ −  
где 1 0,c >  2 0c >  – постоянные, а 1 2( , )ξ = ξ ξ  – любой вектор. Из (6) в частности следует, что
 1 2 1 20 ( ) , [ , ], 1, 2.c k u c u m mαα< ≤ ≤ ∀ ∈ α =
Далее предполагаем, что решение задачи (4)–(6) существует единственно, а все входящие 
в уравнение (4) коэффициенты и искомая функция обладают непрерывными ограниченными 
производными необходимого по ходу изложения порядка.
Пусть 1 1{( , ) : }.t TQ x t Q t t= ∈ ≤  Тогда имеет место следующий результат.
Т е о р е м а 1 [12]. Для решения ( , )u x t  задачи (4)–(6) в любой точке 1( , ) Tx t Q∈  имеет место 
двусторонняя оценка
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Разностная схема. На отрезке [0, T] введем в рассмотрение равномерную с шагом τ сетку по 
времени 0 0{ , 0,1, , , } ,nt n n N N T Tτ τω = = τ = τ = = ω ∪  а в прямоугольнике G введем равно мер-
ную по каждому направлению xα сетку ,h h hω = ω ∪ γ  hγ  – множество граничных узлов,
 1 2( ) ( ) ( )1 2{ ( , ), , 0,1, , , , 1, 2}.
i i i
h ix x x x i h i N h N lαα α α α α α α αω = = = = = α =
Для простоты будем использовать безындексные обозначения для независимых переменных 
1ˆ,   ,   ,   ,ii n nx x x x t t t tαα α += = = =  и для сеточных функций
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На равномерной сетке h τω = ω ×ω  дифференциальную задачу (4) аппроксимируем чисто не-
явной разностной схемой
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Нетрудно показать, что разностная схема (9), (10) имеет второй порядок аппроксимации по 
пространственным переменным и первый – по временной.
Монотонность, двусторонние и априорные оценки. Для применения принципа максимума 
схему (9) приведем к каноническому виду (1) и проверим достаточные условия на коэффициен- 
ты (2), (3).
В случае знакопеременных коэффициентов ( )k uαβ  шаблон схемы 
9-точечный и состоит из узлов, изображенных на рисунке. Узлы ша-
блона пронумеруем согласно рисунку. Тогда для схемы (9) получим
  9
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x j
B x B
′ξ∈ =
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Для того чтобы выписать коэффициенты ,  ,  ,n n nA B F  необходимо 
записать схему (9) в индексной форме. После элементарных преобра-
зований находим
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Пусть для шагов сетки 1h  и 2h  выполнены следующие условия через входные данные задачи:
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Неравенства (11) гарантируют выполнение условия монотонности (2), (3) (т. е. 0,nA >  0,jnB ≥  
2, 3, 4, 5j = ). При помощи леммы доказана следующая теорема.
Далее предполагаем, что решение задачи (4)–(6) существует единственно, а все входящие в 
уравнение (4) коэффициенты и искомая функция обладают непрерывными ограниченными 
производными необходимого по ходу изложения порядка. 
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На равномерной сетке h      дифференциальную задачу (4) аппроксимируем чисто 
неявной разностной схемой 
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Нетрудно показать, что разностная схема (9), (10) имеет второй порядок аппроксимации по 
пространственным переменным и первый – по временной. 
Монотонность, двусторонние и априорные оценки. Для применения принципа максимума 
схему (9) приведем к каноническому виду (1) и проверим достаточные условия на 
коэффициенты (2), (3). 
В случае знакопеременных коэффициентов ( )k u  шаблон схемы 9-точечный и состоит из 
узлов, изображенных на рисунке. Узлы шаблона пронумеруем с гласно рисунку. Тогда для 
схемы (9) получим 
  
9
( ) 2
( , ) .n nj
x j
B x B
 
    
  
 
 
 
 
 
 
2h   
2h   
1h   
1h   
9 
8 7 
6 5 
4 
3 2 1 
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Т е о р е м а 2. Пусть выполнены условия (11). Тогда разностная схема (9), (10) безусловно 
монотонна (без ограничений на τ и ,hα  1, 2α = ) и для ее решения в любой точке ( , )nx t ∈ω имеют 
место двусторонние оценки вида
 
( ) ( )
1 0
0
( , ) supmin 0, min { ( , ), ( )}, min ( , ) ,
1
n n
t tn n
n t t t t
ny x t m e x t u x f x t e
e
λ − λ −
λτω ωλ>
τ 
≥ = µ 
− 
 (12)
 
( ) ( )
2 0
0
( , ) inf max 0, max { ( , ), ( )}, max ( , ) .
1
n n
t tn n
n t t t t
ny x t m e x t u x f x t e
e
λ − λ −
λτλ> ω ω
τ 
≤ = µ 
− 
 (13)
З а м е ч а н и е 1. Верхняя и нижняя границы двусторонних оценок (12), (13) не зависят от 
величины коэффициентов диффузии ( ), , 1, 2.k uαβ α β =
З а м е ч а н и е 2. Если матрица коэффициентов уравнения (4) имеет диагональное преобла-
дание по строкам и столбцам: 1 2( ) ( ) , [ , ], , 1, 2, ,k u k u u m mαα αβ≥ ∀ ∈ α β = α ≠ β  то можно, напри-
мер, положить 1 2h h h= =  и условие (11) в этом случае всегда выполнено.
На основании принципа максимума обычным образом устанавливается и следующая важная 
априорная оценка в сильной норме C.
Т е о р е м а 3. Пусть выполнены условия (11). Тогда для решения разностной схемы (9), (10) 
при любом nt τ∈ω  верна априорная оценка
 { }1 0 11 1 1 1( ) max , max ( )   max ( ) .n k n kC C C Ck n k ny t u t t f tγ+ +≤ ≤ + ≤ ≤ +≤ µ +  (14)
З а м е ч а н и е 3. Полученные выше результаты естественным образом обобщаются на 
p-мерные ( 2p ≥  – любое число) параболические уравнения со смешанными производными.
З а м е ч а н и е 4. Так как
 
1
, , 0,
1eλτ
τ
≤ ∀λ τ >
λ−
то из (7), (8), (12), (13) имеем 1 1 ,
nm m≤  2 2 ,
nm m≤  и в этом смысле говорят, что разностные оценки 
наследуют свойства дифференциальной задачи.
Сходимость разностной схемы в сеточной норме L
2
. Когда удается получить двусторонние 
оценки решения разностных схем, то исследование сходимости приводит для линеаризованных 
вычислительных алгоритмов к линейной задаче для погрешности метода .z y u= −
Для простоты рассмотрим случай ( ) 0, , .uk u u Dαβ ≤ ∈ α ≠ β  Тогда разностная схема (9), (10) 
имеет следующий вид:
 
2
0
, 1
ˆ ˆ, ( , 0) ( ), , ( , ), ,
ht h h
y y y x u x x y x t xαβ γ
α β=
= Λ + ϕ = ∈ω = µ ∈γ∑  (15)
где
 ˆ ˆ ˆ0,5[( ( ) ) ( ( ) ) ].x x x xy k y y k y yβ α β ααβ αβ αβΛ = +
Определим следующее скалярное произведение и соответствующую норму:
 
1 2
1 2 1 2
1 2
1 1
1 2
1 1
( , ) , ( , ).
N N
i i i i
i i
u v h h u v u u u
− −
= =
= =∑ ∑  
Имеет место следующее утверждение:
Т е о р е м а 4. Пусть выполнены условия (11). Тогда решение разностной схемы (15) сходится 
к точному решению дифференциальной задачи (4) и имеет место оценка точности метода
 2 21 2ˆ ( ), const 0.z C h h C≤ + + τ = >   (16)
З а м е ч а н и е 5. Если отсутствуют смешанные производные оценки (12), (13), то (14), (16) 
уже выполнены без ограничений (11) на соотношения между 1h  и 2.h
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